Kocka csonkolasa
A feladat

Egy a élhosszusagu kockabol egyik csucsanal levagunk egy gulat, ugy, hogy a lemetszett
kockaélek hosszai A -a,ahol0 < 1 < 1.
Hatarozzuk meg:
a) a csonkolosik tengelymetszetes egyenletét,
b) a csonkolt kocka felszinét és térfogatat,
a A paraméter fiiggvényében;
c) alkalmazzuk az eredményeket a A = 0 és 4 = 1 esetekre!

A megoldas

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

1. dbra — forrasa:[ 1 ]

Itt a ,lemetszett sark kockat™ abrazoltuk. A metszdsikot egy kicsit , kilogattuk™ a kocka -
hoz képest, hogy metszésvonalaik jobban latszodjanak. A képen latszik, hogy a kockét
kozelitd szupergomb még nagy kitevo €s felosztasi szamok mellett sem tolti ki teljesen a
befoglald ,,box” adta kereteket. Ez nem olyan nagy baj, mert itt csak a szemléltetetés a cél.



a ) A csonkolosik tengelymetszetes egyenletének felirasa

A folytatashoz tekintsiik a 2. abréat!

2. abra

A csonkolosik / metszdsik tengelymetszetes egyenlete altalaban —v. 6.[ 2 ]! —:
u v w

A kozvetlen feladat az (u, v, w ) paraméterek meghatarozasa.
Ehhez tekintsiik a 3. abrat is!

3. abra



Az (u,v,w) paraméterek szama 3, igy ugyanennyi egyenletre van sziikségiink meghata -
rozasukhoz. Ezek az egyenletek a 3. abra alapjan az alabbiak.

A P, P, , P3; pontok rajta vannak a metszdsikon is, igy e pontok koordinatai kielégitik a
sik (1) egyenletét:

u v w

X2 Y2 Z2 _

Zingog, (2/2)
ByBy3=21, (2/3)
u v w

Tovabba a 3. abra szerint:

x1=a—Aa=0-A)a,yy=a,z =a; (3/1)
Xo=a,y,=a—-Ara=1A—-A)a, z,=a; (3/2)
Xx3=a,y3=a,zz=a—-Aa=(1—-21)-a. (3/3)

Most (2 ) és ( 3 ) szerint felirjuk az alabbi linedris egyenletrendszert:

(1-2)-a +E+£=1, (4/1)
u voow

g_l_(l_ﬂ)'a +£:1, (4/2)

u v w

a e, 0Ma o (4/3)

u v w

A (4) egyenletrendszert a Cramer - szaballyal megoldva az alabbiakra jutunk:
u=v=w=0CB-1)-a . (5)

Majd (1)és(5) - tel:

Eplplog o 2424221 5 2 (x4y+2)=1 > x+y+z=u -

u v w u u u u

x+y+z=B-1):a ,0< 1< 1. (6)

A (6 ) egyenlet irja le a metszdsikot. Ezzel az a) feladatrészt megoldottuk.

.......................

bl ) A csonkolt kocka felszinének meghatdrozdsa

Ismét a 3. abra alapjan:
A=3-a*+3-(a? =12 a?)+T,=6-a> —>- 12 - a? +T,; (7)



tovabba Heron képletével:

T,=+s(s—a)-(s—b)-(s—c*), (8/1)
a*=b*=c*"=+V2"1-a, (8/2)
s=2-3-V2-1-a. (8/3)
A ( 8) képletekkel:

TA:\/s-(s—a*)-(s—a*)-(s—a*)=(s—a*)-,/s-(s—a* =

=G-3-\/§-/1-a—\/7-/1-61)-\/%-3-\/E-A-a-(%%-\/i-/l-a—\/i-l-a) —
=\/§'/1-a-(%—1)-\/%-B-ﬁ-l-a-\/ﬁ-l-a-(i—l)=
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=\/§-/1'a';
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T,=2 22 a2 (9)

;'\/E'/l-a)

2% -a? , tehat:

Most (7 )¢és(9) - cel:

A=6-a2—%-12-a2+§-12-a2 =a2-(6—%-/12+‘/§-12)=

2

= [6-2-(3-2)=a?-[6-22-2-(V3-1)] , tehir:

A =[6-2-(V3-1)-2]-a*. (10)

Ezzel az b1) feladatrészt megoldottuk.

b2 ) A csonkolt kocka térfogatinak meghatdrozdsa

V= Vkocka _Vgﬁla ) (11/1)

Vikocka =a’; (11/2)
1 A- 1

Vgﬁla =Talap.%:E.AZ.aZ.Tazg./’lg.agl (11/3)



Most a ( 11 ) egyenletekbdl:
—3_1 493, 3_ 3. (1_1,,3 ”
V=a —g/l a’=a (1 6/1),tehat.
1
vy =(1-%-2)-a® . (12)

Ezzel az b2) feladatrészt is megoldottuk.

C ) Az eredmények specializdliasa a A = 0 és A = 1 esetekre

A metszOsik egyenlete a A = 0 esetben, (6) - bol:
x+y+z=B—-0)-a=3-a, tehat:
x+y+z=3-a. (13/1)

A metsz6sik egyenlete a 4 = 1 esetben, (6) - bol:
x+y+z=B—-1)ra=2-a, tehat:
x+y+z=2-a. (13/2)

A csonkolt kocka felszine a A = 0 esetben, ( 10 ) - bol:
400)=[6-2-(V3-1)-0|-a? = 6-a?, tehit:
A(0) = 6-a?. (1471)

A csonkolt kocka felszine a A = 1 esetben, (10 ) - bdl:

=[5 2-(F-) 1] = (o~ 1+ D)= (1 49)
=%-(9+\/§)-a2 , tehat:

A1) =5-(9+V3)-a?. (14/2)

A csonkolt kocka térfogata a A = 0 esetben, (12 ) - bol:
V(0) = (1 - o) .a% = a3, tehat:
V(0) =a3. (15/1)

A csonkolt kocka térfogata a A = 1 esetben, (12 ) - bél:



‘ad (15/2)

M1. Az 1. abran a kocka és a metszdsik egylitt lett abrazolva, de a lemetszett rész csak
érzékeltetve van, mert a lemetszett részt nem tudjuk eltavolitani.

A 4. abran egyiitt szemléltetjiik a

~A =0 (¢épkocka),

~0 < A < 1 (sziirke metsz6sik, illetve metszeti feliilet), és a

~ A =1 (lila metsz6sik, illetve metszeti feliilet) eseteket.

M2. A (13 ) eredmények szerinta A = 0 esetbenu =v=w =3-a , al = 1 esetben
pedigu = v =w = 2 - a. Egy konkrét szampélda eredményei lathatok az 5. abran.



5. abra
Javasolt utanaszamolni!

M3. Az 1. abran a ,.kocka” valojaban egy R sugaru szupergdmb, melynek centruma a
C(R, R, R) pontban van, és melynek egyenlete igy:

(2- 1)2'" +(2- 1)2% +(2- 1)2'n —1,n=123,.. (M1)

A metszésik egyenlete (6 ) -talésa = 2R -rel:
x+y+z=B—-1)2-R,0<1<1. (M2)

Az 1. dbra adatai:
1

R=6(m),n=150,/1=5 (A)

M4. Javasoljuk, hogy az Olvaso6 végezze el (4 ) és (5) - tel az ellen6rzést!

M5. Javasoljuk, hogy az érdeklddd Olvaso folytassa a feladatot

~ 2, 3,...,8 csucs csonkolasa esetére;

~A= Ay helyett 4, , Ay, Az, stb. alkalmazasaval;

~ a hosszusagt kockaél helyett a, b, ¢ téglatest - élhosszakkal, stb.!

( A fenti levezetés ehhez sziikséges modositasai viszonylag konnyen felismerhetdk és
megvaldsithatok. )

MG6. Felteheto a kérdées:
Mekkora a csonkolodsiknak az O = D kockacsucstol mért d tavolsaga?



A valaszt a tobb korabbi dolgozatunkban®) is szereplo / levezetett képlettel adjuk meg:
11,1 1 (M3)

most (M3 )és (5)-telis:

d%=u%+u%+u%=3-u%=3-m - d2=w —>d=%-(3—/1)-a,

tehat:

d=%-(3—/1)-a=%-u. (M4)
P¢ldaul 4 = 7 esetén:

(313 (3-2) 0= rEa, ams

d(1=3)=F->-a=1443-a. (al)

Az (al) eredmény az 5. 4bra esete, melynél szamszeriien:

1 1 5
d(l—z)—ﬁ-g-lzm—17,321m . (a2)

Konnyti észrevenni, hogy az 1. és az 5. dbra egymds megfeleldi.

M7. Erdemes megfigyelni az 5. dbra két metszosikbeli haromszogének kolesonds helyze -
tét!

M8. Végiil egy onalléan megoldandé tobblet - feladat az érdeklddd Olvasonak.
Igazoljuk, hogy az 5. dbra két metszdsikbeli haromszoge teriiletének 7 ardnyara fennall,

hogy:

_TD1D2D3_ 3 2
== (2-1) (M5)

Ajanlott olvasmany:

*)
https://galgoczi.net/anyagok/A%20betamasztott%20lemez%20eqy%20ujabb%20geometri

ai%20feladata.pdf



https://galgoczi.net/anyagok/A%20betamasztott%20lemez%20egy%20ujabb%20geometriai%20feladata.pdf
https://galgoczi.net/anyagok/A%20betamasztott%20lemez%20egy%20ujabb%20geometriai%20feladata.pdf
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[ 1] - https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html
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2. kiadas, Miiszaki Kényvkiadd, Budapest, 1963.
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